Метод рационализации логарифмических неравенств

Как известно. Решение логарифмических неравенств хотя и в большинстве случаев алгоритмично, но зачастую достаточно громоздко, и, следовательно, на их решение требуется немало времени. Покажем на примере. 

Решить неравенство: 
[image: image110.jpg]



Решение: 

Данное неравенство равносильно совокупности двух систем:
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Решаем первую систему неравенств:
1) 
[image: image4.wmf]3

1

2

>

Þ

>

-

x

х


2)
[image: image5.wmf]0

1

2

>

-

x

 Для решения этого неравенства применяем метод интервалов:
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 Снова применяя метод интервалов, получим:
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 находим дискриминант 
[image: image11.wmf]2

5

25

24

1

)

3

(

2

4

1

=

=

+

=

-

×

×

-

=

Д


    
[image: image12.wmf]4

5

1

2

,

1

±

-

=

x

  
[image: image13.wmf]ê

ë

é

-

=

=

5

,

1

1

2

1

x

x

  
 
[image: image14]      
[image: image15.wmf])

;

1

(

)

5

,

1

;

(

+¥

-

-¥

Î

U

x


4)
[image: image16.wmf]0

2

3

2

1

2

2

2

<

-

+

Û

-

+

>

-

x

x

x

x

x


    
[image: image17.wmf]0

2

2

=

-

+

x

x

 По теореме, обратной теореме Виета, 
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Теперь найдем общее решение всех 4 неравенств системы

[image: image21]
Как мы видим, ни при каком  значении х все 4 неравенства не выполняются, поэтому первая система не имеет решений. 
Теперь решим вторую систему:

1)
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Получаем, что  при 
[image: image27.wmf])
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верны  все 4 неравенства системы, поэтому этот интервал является решением второй системы. Объединяя решение этих двух систем, получаем решение совокупности систем,  а значит  и исходного логарифмического неравенства
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    Как видим, решение алгоритмичное, но достаточно громоздкое.  Рассмотрим другой способ решения логарифмических неравенств, который решает  логарифмические неравенства определенного типа гораздо быстрее. Этот способ называется методом рационализации.  Опишем его суть:

    Очевидно, что  если 
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  и наобот, если 
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   Т.е 
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В этих равносильных переходах и состоит суть метода рационализации. 
Будем рассматривать логарифмические неравенства двух типов.

1 тип. Рассмотрим неравенство  вида 
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, т.е найдем все значения х, при которых 
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 положительно. . Сначала находим ОДЗ: 
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Теперь перейдем к решению неравенства. Прологарифмируем правую часть 
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[image: image41.wmf]0
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. Следует заметить, что знак неравенства не меняется.

(если  знак неравенства <0, то  результат получается таким же, но с соответствующим знаком неравенства). Таким образом, мы получили
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 на ОДЗ неравенства, т.е в случаях, когда нам надо найти  все значения  переменной,  при которых логарифмическое выражение  
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принимает положительные или отрицательные значения, то мы просто заменяем это логарифмическое выражение на рациональное 
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. Однако следует помнить, что такая замена   справедлива  для всех х из ОДЗ и только из ОДЗ исходного неравенства. 
Приведем пример решение логарифмического неравенства 1 типа методом рационализации. 
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Решение:

Находим ОДЗ
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Теперь прологарифмируем правую часть неравенства
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Полученное неравенство решаем методом интервалов:
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Теперь из полученных решений выберем только те,  которые входят  в ОДЗ

[image: image52.jpg]N M R AN s

B T erv—





Получаем 
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                                                                       Ответ: 
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Решим еще одно неравенство:
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Очевидно, что значение произведения двух выражений отрицательно  тогда и только тогда, когда значения этих множителей имеют разные знаки:
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Именно в таких случаях, когда нам важно знать при каких значениях  переменной выражение  знакопостоянно, целесообразно применять метод рационализации. 
Найдем ОДЗ 
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Далее применяем метод рационализации для каждого из множителей:
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 EMBED Equation.3  [image: image61.wmf]
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. Далее решаем методом интервалов
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 EMBED Equation.3  [image: image65.wmf])
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Теперь из полученных решений, выберем только те, которые входят в ОДЗ:
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  получаем 
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Ответ: 
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2 тип. Рассмотрим неравенство:
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Данное неравенство равносильно 
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Найдем ОДЗ: 
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Теперь переходим к решению неравенства
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ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

î

í

ì

<

-

<

-

î

í

ì

>

-

>

-

Û

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

î

í

ì

<

<

î

í

ì

>

>

Û

>

0

)

(

)

(

0

1

)

(

0

)

(

)

(

0

1

)

(

)

(

)

(

1

)

(

)

(

)

(

1

)

(

)

(

log

)

(

log

)

(

)

(

x

g

x

f

x

h

x

g

x

f

x

h

x

g

x

f

x

h

x

g

x

f

x

h

x

g

x

f

x

h

x

h



[image: image73.wmf]0

))

(

)

(

)(

1

)

(

(

>

-

-

Û

x

g

x

f

x

h


Очевидно, 
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 на ОДЗ неравенства. Таким образом в случаях, когда нам надо  найти все значения х, при которых логарифмическое выражение 
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принимает положительные или отрицательные значения, то мы можем  заменить это логарифмическое выражение  на рациональное 
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. Однако следует помнить, что такая замена   справедлива  для всех х из ОДЗ и только из ОДЗ исходного неравенства. 

    Рассмотрим наше первое неравенство 
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Решение: 
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 EMBED Equation.3  [image: image82.wmf]0
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 Получили логарифмическое неравенство 2 типа.

Находим ОДЗ:
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Решаем систему неравенств: 
1) 
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 Для решения этого неравенства применяем метод интервалов:
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2) 
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 Снова применяя метод интервалов, получим:
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 находим дискриминант 
[image: image90.wmf]2

5

25

24

1

)

3

(

2

4

1

=

=

+

=

-

×

×

-

=

Д


    
[image: image91.wmf]4
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3)
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4)
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Теперь найдем общее решение системы
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получаем 
[image: image98.wmf])

;

3

(

)

3

;

2

(

+¥

Î

U

х


Теперь переходим к решению неравенства:
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Для решения полученного неравенства применяем метод интервалов
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[image: image101.jpg]
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Теперь из полученных решений, выберем только те, которые входят в ОДЗ:

[image: image103.jpg]



Получаем,  что  
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Ответ: 
[image: image105.wmf])
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Как видим, мы пришли к ответу гораздо быстрее,  чем при  первом способе решения. 

Вывод:
 Метод рационализации логарифмических неравенств , при  его грамотном применении, значительно облегчает решение этих неравенств, обходя стороной громоздкие вычисления, что приводит к меньшим затратам по времени на решение этих неравенств. При решении таких неравенств например на едином государственном экзамене выше упомянутая экономия времени играет очень важную роль. 
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